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nél. Másrészt azonban ilyenkor a két neutronhiány a
zárt héjban gyengébbé teszi a j ″< és a proton spin-
pálya partnerek kölcsönhatását, azaz a két lyuk hatása
a j ″< pályán megegyezik a két részecskéével a j ′> pá-
lyán, így a a proton spin-pálya partnerek még köze-
lebb kerülnek egymáshoz. Az ilyen, úgynevezett két-
részecske-kétlyuk gerjesztések alapvetõ szerepet ját-
szanak az inverziószigeten lévõ atommagok alapálla-
potainak kialakításában. A zárt héjon túli nukleonok –
az energetikai minimumra történõ törekvés miatt – a
deformáció felé viszik az atommagot, ezért ha egy
mag igen messze van a mágikus számoktól, akkor de-
formációja általában jelentõs. Hasonlóan, ha a tenzor-
erõ következtében egy klasszikus mágikus nukleon-
számmal rendelkezõ atommagban a nukleonpályák
úgy rendezõdnek át, hogy a nagy héjközök lecsök-
kennek, akkor a kétrészecske-kétlyuk gerjesztések
könnyen megjelennek, ami magával hozza az atom-
mag deformációját. Ebbõl a szempontból az NN erõ
monopólus tagokon túli tagjai (elsõsorban a kvadru-
pólus) is jelentõs hatást fejthetnek ki, tehát a mono-
pólus és az afeletti effektusok érzékeny egyensúlya
formálja az atommagok szerkezetét.

Ebbõl következik, hogy egy klasszikus mágikus
neutronszám közelében megjelenõ inverziószigetet a
deformáció megjelenésével lehet azonosítani. Az atom-
mag deformációja kísérletileg nem mérhetõ mennyiség,
mértékére az elsõ gerjesztett állapot energiájából, illet-
ve ezen állapot alapállapotból történõ gerjesztési haté-
konyságából következtethetnek. Ha alacsony az elsõ
gerjesztett állapot energiája és nagy a gerjesztési haté-
konyság, akkor általában nagy a deformáció.

A korábban már ismertetett kísérlet keretében nem-
csak nukleonkiütési magreakciók jönnek létre, hanem
a hidrogéncéltárgyban található protonok rugalmatlan
szórás során megpörgethetik a deformált atommago-
kat, amelyek így az elsõ gerjesztett állapotukba kerül-
nek. Az onnan történõ legerjesztõdés során a nukleon-
kiütéshez hasonlóan γ-sugárzás keletkezik, amelynek
intenzitásából a gerjesztés hatékonyságát meg lehet
határozni. Ilyen módon vizsgáltuk a 40 neutronnal ren-
delkezõ, azaz zárt alhéjú 23

63V40 atommagot, és bebizo-
nyítottuk, hogy nagy a deformációja. Így a korábban
már felfedezett 24

64Cr40 atommag környéki inverzószi-
getre újabb atommagot sikerült elhelyezni. Az 5. áb-
rán ezt és a többi szigetet láthatjuk piros ellipszisekkel
jelölve. A 12

4Be8, 12
32Mg20 és a 14

42Si28 környékén található
szigeteket már nagyrészt feltárták, azonban a kísérleti
technika csak az utóbbi öt évben jutott el arra a szint-
re, hogy a 24

64Cr40 környékén behatóbban vizsgálódhas-
sunk. A 24

74Cr50-nél elméletileg elõrejelzett, és a nehe-
zebb atommagoknál esetleg megjelenõ szigetek pedig
az elkövetkezõ évekre nyújtanak érdekes terepet, to-
vább bõvítve a szigetvilágot. Ugyan jelenleg azt gon-
doljuk, hogy értjük az inverziószigetek kialakulásának
mechanizmusát, azonban a feltáratlan területek hoz-
hatnak még nem várt meglepetéseket, ahogyan az a
múltban oly sokszor elõfordult.
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A mûvészet és a tudomány egyik látványos találkozá-
sa az anamorf kép. A sajátos ábrázolás elsõ példái
Leonardo da Vinci (1452–1519) Codex Atlanticus
címû vázlatgyûjteményében találhatók. A 16. század-
tól kezdõdõen az anamorfikus technikákkal készített

festmények és rézkarcok megannyi változata ismere-
tes.

A tárgykör elsõ, tudományos igényû feldolgozása
Jean-François Niceron (1613–1646) minorita szerze-
tes, matematikus La Perspective curieuse címû (Paris,
1652) könyvében szerepel. A különleges érdekességû
kiadvány gazdagon kommentált, angol nyelvû fordítá-
sa 2019-ben jelent meg [1] (1. ábra ).
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Az anamorfózis a görög „ana” (vissza-) és „mor-

1. ábra. Niceron könyvének eredeti és az új kiadás címlapja.

2. ábra. Erhard Schön: Vexierbild: Anamorphisches Porträt von Karl V., Ferdinand I., Papst Paul II. und Francis I. (Kupferstichkabinett,
Staatliche Museen zu Berlin, [2]).

phosis” (változás) szavakból alkotott kifejezés, a rej-
tett tartalmú képek általános megnevezése. A pers-
pektíva elvû anamorf ábrákon az igazi alkotás csu-
pán egyetlen, speciális nézõpontból szemlélve ismer-
hetõ fel. Erhard Schön (1491–1542) apró figurákból
és tájképrészletekbõl felépült, furcsa rézkarcát (2.
ábra ) bal oldalról, erõsen megdöntve, ferdén nézve
a korszak négy fontos személyének arcképe jelenik
meg: legfelül V. Károly (1500–1558), alatta I. Ferdi-
nánd (1503–1564) Habsburg-házi uralkodók, lejjebb

VII. Kelemen pápa (1478–
1534), alul I. Ferenc (1494–
1537) francia király.

Az anamorf képalkotás má-
sik, elterjedt technikája tükör-
felületek segítségével hozza
létre az alkotást. A kortárs
Orosz István síkba rajzolt ké-
pei [2] egy hengeres tükörrel
állítanak elõ újabb mûveket.
A 3. ábra akár egy sarkvidé-
ken játszódó, klasszikus, He-
tzel-kiadású Verne-regény re-
mekbe készült illusztrációja is
lehetne. A kompozíció köze-
pére, a világító Nap helyére
állított hengertükör palástján
Verne Gyula (Jules Gabriel
Verne, 1828–1905) jól ismert
arcképe jelenik meg.

A kísérletezõ mûvészek a
henger mellett más felületeket
is alkalmaztak anamorf képek
készítéséhez, lásd például

hazánk több köztéri mûalkotását.1 A számítástechnika
fejlõdésének köszönhetõen anamorf képek szerkesz-
tésére számos, többé-kevésbé jól használható progra-
mot érhetünk el az Interneten [4].

A jelen összeállítás a tükrös anamorfózis képalkotá-
sának összefüggéseit az elemi vektoralgebra eszkö-
zeivel, a Maple V. R 13 matematikai software segítsé-
gével vizsgálja.

1Andaházi László mûvei a fõváros XVII. kerületében, valamint
Gyulán állnak.
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Az általános tükörfelületrõl

3. ábra. Orosz István: Verne Gyula [3].

4. ábra. Az általános állású tükörelemre beesõ és visszavert fény-
sugár.
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visszavert fénysugár

Határozzuk meg az általános állá-
sú tükörfelületrõl visszavert fénysu-
gár irányvektorát (lásd a 4. ábrát )!
Az egyszerûbb írásmód érdekében
a formulákat sorvektorként adjuk
meg.

Legyen a tükör P pontjába esõ
sugár egyenesének irányvektora v =
(v1, v2, v3), ugyanitt a tükörfelület
normálvektora n = (n1, n2, n3), és a
visszavert sugár egyenesének egy-
ség irányvektora w = (w1, w2, w3).

Az elemi optika alaptörvényei
szerint

a) a v, n és w vektorok közös síkban fekszenek, to-
vábbá

b) a tükörfelület n normálvektora azonos ϕ szöget
zár be a v és a w vektorokkal.

Az a) törvényt formálisan felírva, a három vektor
komplanaritását a vektorokból képzett mátrix deter-
minánsának nulla értéke fejezi ki.

(1)det [v n w] = 0

A b./ feltétel a vektorok skalár szorzataival:

ahol v és n a két vektor hosszát jelenti, valamint

(2)v
v

n
n

= w n
n

= cosϕ ,

Alkalmazva a cos(2ϕ ) = 2cos2ϕ −1 azonosságot, a

(3)w v
v

= cos(2ϕ ).

visszavert sugár w irányvektorának komponensei az
(1) – (3) összefüggésekbõl kifejtett lineáris egyenlet-
rendszer megoldásai.

(4)

w1 =
v1 n 2

1 − n 2
2 − n 2

3 + 2 n1 n2 v2 + n3 v3

n 2
1 + n 2

2 + n 2
3 v 2

1 + v 2
2 + v 2

3

,

w2 =
v2 n 2

2 − n 2
1 − n 2

3 + 2 n2 n1 v1 + n3 v3

n 2
1 + n 2

2 + n 2
3 v 2

1 + v 2
2 + v 2

3

,

w3 =
v3 n 2

3 − n 2
1 − n 2

2 + 2 n3 n1 v1 + n2 v2

n 2
1 + n 2

2 + n 2
3 v 2

1 + v 2
2 + v 2

3

.

A hengertükör sugármenetének szerkesztése

A hengertükrös anamorfózis képalkotása az ábrázoló
geometria Monge-féle két képsíkos technikájával
szerkeszthetõ [5–7].

Az I. képsíkra merõlegesen állított hengertükör
palástján az I. síkban fekvõ alakzat képe jelenik meg.
A megfigyelõ a S pontból szemléli a palást P pontjá-
ban megjelenõ, az I. képsíkon fekvõ Q pont tükörké-
pét. Az SPQ sugármenet szerkesztése az 5. ábrán
látható.

A S pontból induló fénysugár a P pontban éri el a
tükörpalástot, innen visszaverõdve az I. síkon a Q
pontot jelöli ki.

Az SP sugár vonalán fekvõ A ″ és S ″, valamint A ′
és S ′ pontok összetartozó képeivel a sugár egyenesé-
nek két képe szerkeszthetõ. A P ′ pontot tartalmazó
henger alkotó és a A ″S ″ egyenes metszéspontja a P ″
pont második képsíkra esõ képét jelöli ki.

A tükör felületi normálisai merõlegesek a henger
tengelyére. A P ″ pontban a henger tengelyére állított
merõleges a normális n ″ képe, a henger tengelyének
elsõ képsíkba esõ O ′ pontján és a P ′ ponton át szer-
keszthetõ a normális n ″ egyenesének valódi képe.

Vegyük fel a A ′ pontot tartalmazó és a normálisra
merõleges Π′ segédsíkot. A segédsík a normálist a B ′
pontban metszi. A P ′ pontból induló visszavert sugár
C ′ pontját az A ′ pontnak n ′-re tükrözésével kapjuk

334 FIZIKAI SZEMLE 2021 / 10



meg. A II. képsíkon a C ″ pontot az A ″B ″ egyenesén

5. ábra. Hengertükörre beesõ és visszavert fénysugár egyenesek
szerkesztése [5–7].
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6. ábra. Párhuzamos vetítés a hengerpalástra.

x
y

z

η

ξ

ρ

ω

ψ

az A ″B ″ = B ″C ″ távolság metszi ki.
A P ″ pontot C ″-vel összekötve a visszavert sugár

II. képsíkra esõ képe adódik, ez a sugár az I. képsík
nyomvonalán a Q ″ pontot jelöli ki. Végül a Q ″ pon-
tot a P ′C ′ egyenesre levetítve, az anamorfózis Q ′
pontjának elsõ síkbeli képét kapjuk meg.

A hengertükör sugármenetének vektormodellje

Az x-y síkon álló körhenger palástfelületének normál
egységvektora a P = (ρ cosψ , ρ sinψ , z ) pontban

n = (cosψ , sinψ , 0) (5)

Behelyettesítve a (4) kifejezésekbe, a P pontban a v
irányvektorral a tükörre beesõ, majd a visszaverõdõ

sugár egyenese w egység irányvektorának három
komponense:

Legyen adott az x-z síkkal párhuzamos, tetszõleges y

(6)

w1 =
v1 cos(2ψ ) + v2 sin(2ψ )

v 2
1 + v 2

2 + v 2
3

,

w2 =
v1 sin(2ψ ) − v2 cos(2ψ )

v 2
1 + v 2

2 + v 2
3

,

w3 =
− v3

v 2
1 + v 2

2 + v 2
3

.

koordinátájú ponton átmenõ síkban fekvõ ξ = ξ (u ), η
= η (u ) paraméteres alakzat. Az alakzatot a z tenge-
lyû, r sugarú henger palástjára „rásimító” transzformá-
ció (6. ábra ):

(Ezt a transzformációt valósítja meg a hengeres hirde-

(7)

ψ = ξ ,

x = cosψ ,

y = sinψ ,

z = η .

tõoszlop palástjára ragasztott plakát.) Szemlélje a
megfigyelõ az S = (X, Y, Z) pontból rendszert. Az S
pontból a hengerpalástra simított kép P pontjához
mutató sugár vektora

v = (X−x, Y−y, Z−z ). (8)

Ugyanez a sugár a hengerfelületrõl (6) szerint a

koordinátákkal leírható W irányvektorú egyenes vo-

(9)

W1 = κ v1 cos(2ψ ) + v2 sin(2ψ ) ,

W2 = κ v1 sin(2ψ ) − v2 cos(2ψ ) ,

W3 = −κ v3

nalon verõdik vissza. A visszavert sugár a z = 0 síkon
kijelöli az anamorfózis Q képpontját, tehát κ = z /v3.

A mûveleteket elvégezve és egyszerûsítve a hen-
gerfelületre „simított” alakzat koordinátáiból a x-y
síkban fekvõ anamorf Q képpont koordinátái:

Q1 =
ρ cos

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ξ (Z−2η)+η ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

cos
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2ξ X+sin
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2ξ Y

Z − η
,

Q2 =
ρ sin

⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

ξ (Z−2η)+η ⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

sin
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2ξ X+cos
⎛
⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

2ξ Y

Z − η
,

Q3 = 0.

(10)
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A 7. ábra az r = 60 sugarú tükör palástjára leképezett

7. ábra. Lissajou-görbe hengertükrös anamorfózisa.

8. ábra. Körgyûrû alakú tükörre párhuzamosan vetített alakzat ana-
morf képe.

9. ábra. Henger alakú tükörre párhuzamosan vetített alakzat ana-
morf képe.

ξ = 35cosu, η = 30sin(12u )+55 egyenletû, α = 28,6°-
kal elforgatott Lissajou-görbét és hozzá tartozó ana-
morf képet szemlélteti. A megfigyelõpont koordinátái:
S = (40, 150, 130).

Párhuzamosan vetített alakzatok anamorf képei

Különösen egyszerû a különféle alakú tükörfelületek-
re párhuzamos sugarakkal vetített alakzat anamorf
képének elõállítása. Legyen a tükör körgyûrû alakú,
álljon a tükörfelület középpontja az origóban, és
szimmetriatengelye essen az x koordinátatengelybe.
A gyûrû sugara r, a gyûrû középpontja R távolságra
van a szimmetriatengelytõl. A felület általános p = (p1,
p2, p3) pontja

és egységnyi normálisának n = (n1, n2, n3) vektora

(11)

p1 = x,

p2 = r 2 − R − x 2 + z 2

2

,

p3 = z

(12a)
n1 = r 2 − R 2 + 2R y 2 + z 2 − y 2 − z 2

r
,

Az x tengellyel párhuzamos sugarakkal vetítve az x-z

(12b)

n2 = y −R + y 2 + z 2

r y 2 + z 2

,

n3 = z −R + y 2 + z 2

r y 2 + z 2

.

síkkal párhuzamos síkban fekvõ ξ = ξ (u ), η = η (u )
alakzatot, az (X, Y, Z ) megfigyelõpontból az alakzat
pontjaihoz vezetõ sugár v = (v1, v2, v3) vektora

A (4), (10) és (11) formulák alkalmazásával az x-y

(13)

v1 = X − ξ,

v2 = Y − r 2 − R − ξ 2 + η 2

2

,

v3 = Z − η.

síkban fekvõ anamorf kép pontjai adódnak.
A z tengelyû, r sugarú, henger alakú tükörre az x

tengellyel párhuzamos sugarakkal vetítve a ξ = ξ (u ),
η = η (u ) síkgörbét, a sugármenet és a felületi normá-
lis egyenletei

A 8. ábra a körgyûrû felületére, a 9. ábra a henger-

(14)

p = ρ 2 − y 2 , y, z ,

v = X − r 2 − ξ 2 , Y − ξ, Z − η ,

n =

⎛
⎜
⎜
⎝

⎞
⎟
⎟
⎠

ρ 2 − y 2

ρ
, y

ρ
, 0 .

felületre párhuzamosan vetített evolvens – a leginkább
elterjedt profilú – fogaskerék kontúrjának anamorf ké-
pét szemlélteti.
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Centrálisan vetített ábra anamorf képe

10. ábra. Hengertükörre középpontosan vetített alakzat – Penrose-
háromszög – anamorf képe.

11. ábra. A Penrose-háromszög anamorf képe (a szerzõk felvétele).

Különösen látványos, természetes hatású képet köz-
pontos vetítéssel állíthatunk elõ (ennek szép példája a
3. ábrán látható Verne Gyula-kép Orosz Istvántól).

Vetítsük a megfigyelõ S = (X, Y, Z ) nézõpontjából
induló sugarakkal a z tengelyû, r sugarú hengerre az
x = A síkban álló, r = (A, x, Ł) koordinátákkal adott
képet. Az r képponton átmenõ vetítõ sugár a hen-
gert a

pontban döfi. A sugármenet vektoregyenlete:

(15)
p = ρ 2 − y 2 , y, z

(16)S + λ (r − S ) = p,

ahol S, r, p a megfelelõ pontokba mutató vektorokat
jelenti.

A vektoregyenlet λ, y és z megoldásai zárt alakban
kifejezhetõk. Alkalmazva a

(17)q = ρ 2 (Y − ξ )2 + (X − A )2 − (A Y − ξ X )2

jelölést,

és

(18)y = Y A (A − X ) + q + ξ X (X − A ) − q

(Y − ξ )2 + (X − A )2
,

Behelyettesítve a (18) és (19) kifejezéseket (16)-ba,

(19)

z = Z ξ (ξ − y ) + q + A (A − X )

(Y − ξ )2 + (X − A )2
+

+ η Y (Y − ξ ) − q + X (X − A )

(Y − ξ )2 + (X − A )2
.

megkapjuk a hengerfelületen az S pontból az r pontot

vetítõ sugár döféspontját. A (4) és (10) összefüggések
alapján, a tükörrõl visszavert sugár a z = 0 síkon kije-
löli a Q anamorf képpontot.

A 10. ábra a hengertükörre centrálisan vetített „le-
hetetlen alakzat”, a térlátást alaposan próbára tevõ
Penrose-háromszög centrális vetítését és anamorf áb-
ráját szemlélteti.

A 11. ábrán pedig a megszerkesztett anamorf ábra
valóságos hengertükör felülettel visszaállított képe
látható.
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